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Multiplicagéo e divisdo: dos numeros inteiros aos nimeros racionais

Os alunos de nivel de escolaridade médio devem ampliar a sua compreensao das operagdes com nimeros para
fracgdes, decimais, inteiros e racionais. E usual dar-se uma atengdo consideravel aos algoritmos da multiplicagdo e
diviséo de racionais, mas pouca atengao a ampliagdo dos conceitos das proprias operagdes dos inteiros para os

racionais.

Ampliando a nogao de multiplicagao. A definigio de adico repetida, enquanto ligagéo util entre
multiplicagéo e adigéo, é limitada se for o Unico conceito que os alunos tém de multiplicagdo. Alguns investigadores
chamaram ao modelo de repeti¢o da adigdo como um “modelo primitivo” da multiplicagao.

Uma vez que a multiplicagao se desenvolve primeiro no dominio dos nimeros inteiros onde, com pequenas
excepgoes, a adigdo “torna maior o resultado”, os alunos com frequéncia concluem que a multiplicagao “torna

sempre maior o resultado”.

A multiplicagdo com nimeros decimais no inteiros ou com fracgdes comuns n&o € facilmente interpretada: primeiro
porque a adigdo por um valor fraccionario é dificil; segundo porque o produto ndo é sempre maior (pense em 0,5 x
0,5). Adiciono 0,5 a si mesmo meia vez? Pense em 2/3 x 3/4. Adiciono 2/3 a si mesmo % de vezes? Para além
disso, embora os modelos rectangulares, de area, ou combinatério (ver fig. 1, 2, 3) possam ter tido origem na
concepgao da adigdo sucessiva, a relagdo entre estas situagdes e a multiplicagdo néo aparece imediatamente.

O modelo rectangular pode facilmente ser ligado a adig&o repetida. Os alunos podem ser confrontados com uma
situagdo como esta: “A Ana arquivou no seu dossier trés fotografias por fila. Cada pagina tem espago para quatro

filas de fotografias. Quantas fotografias pode colocar em cada pagina?”

Figura 1. um modelo rectangular de 2 X 3
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Como resposta, os alunos podem fazer desenhos que podem ser interpretados como adicdes repetidas. A
disposicéo das linhas pode ser relacionada com o modelo da adi¢éo repetida. Pecas quadradas ou cubos
cuidadosamente arrumados no retroprojector também podem ilustrar as filas e as correspondentes expressdes

multiplicativas.

Figura 2. um modelo de érea de 2 X 3
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Se se juntarem os quadrados alinhados, os modelos de adigao repetida e rectangular podem ser ligados ao modelo

de area. Os alunos necessitarao de varios exemplos e técnicas para fazer ou reforcar a transicéo entre modelos.

Figura 3. Um modelo de produto cruzado de 2 x 3
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Sera bem empregue o tempo de um primeiro desenvolvimento / aprofundamento da interpretagdo do modelo de

area com 0s numeros inteiros.

Figura 4 — Relacionando o modelo de adigéo repetida com o modelo rectangular e o modelo de éarea.

Quatro conjuntos de trés blocos podem ser utilizados para gerar 3+3+3 ou4 x 3

Ou, podemos rearranja-los num rectangulo 4 x 3
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Ou podemos junta-los e formar uma area de 4 x 3
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Depois 0 modelo deve ser utilizado para dar sentido a expressdes como 6 x 2/3, 2/3 x 3/4 ou 0,5 x 0,5 (ver figuras
5e6), até o modelo se tornar familiar. A hesitagdo de os alunos aceitarem que 0,25 € o produto de 0,5x 0,5 &
ldgica uma vez que a multiplicagdo (por factores inteiros excepto 0 0 ou o 1) resultou sempre num produto maior que
qualquer dos factores. Assim parece Util que os alunos compreendam o modelo como forma de entenderem a

multiplicagdo de nimeros racionais.

Figura 5. Modelo de area para 0,5 x 0,5 = 0,25
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Figura 6 - Modelo de area para 3 x2:=6
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Outras actividades que podem reforgar o perceber que a multiplicagdo nem sempre torna o produto maior podem
incluir a exploragdo de padrdes como 6 x6, 5x6, 4x6, 3x6, 2x6, 1x6, 0x6.Seosdecimais, fraccdes
€ numerais mistos estiverem entendidos, os alunos devem utilizar os seus conhecimentos para estimar os valores

dos produtos tais como 2,4 x 6 ou 1,7 x 6 e eventualmente 0,6 x 6.

Os valores destes produtos podem ser encontrados utilizando uma calculadora. Para um conjunto de exemplos a
turma pode discutir o padréo e a grandeza do produto em relag&o ao factor constante. Os alunos devem também ser
encorajados a escrever sobre o padréo, descrevendo-o a outros, destacando alguma coisa que considerem nédo
esperado, e dizendo porque acham o resultado estranho. Se este trabalho for feito no contexto de uma experiéncia
real como 0 “aumento e diminuigdo” de objectos ou calculo da area do rectangulo com a medida de um dos lados

mantendo-se constante, a razoabilidade dos resultados dos calculos pode tornar-se mais evidente.
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Pode-se explorar a analogia de “encolher e esticar” com o que acontece numa maquina de fotocépias que pode

ampliar e reduzir em fungao de um determinado conjunto de factores. Os alunos podem investigar o que acontece a
uma linha de 10cm se copiada com o factor 2, 1,5 1,0 ou 0,5. Também as opg¢des de impressao de graficos do
computador permitem aumentar ou reduzir figuras, mapas e outros desenhos proporcionando dados adicionais para

a resolucéo de problemas envolvendo a multiplicagdo por factores menores que 1.

Ampliando a nogao de divisao. As experiéncias dos alunos no 1° ciclo com os nimeros inteiros leva-os a

colocarem restricdes que ndo sdo necessariamente verdadeiras no dominio dos nimeros racionais e dos nimeros
reais.

Ha alunos dos niveis de escolaridade intermédia que acham que nao é possivel fazer divisdes com o divisor maior
que o dividendo (excepto talvez no contexto do dinheiro). A nog&o de dois a dividir por quatro n&o Ihes ¢ totalmente
estranha uma vez que todos concordardo que duas pizzas poderdo ser partilhadas por quatro amigos. O que estes
alunos parecem desconhecer é que a expressdo simbolica que eles conhecem como divisao também pode ser
utilizada para representar essa partilha 2:4.

H& muitas razdes pelas quais os alunos podem pensar que ndo se pode dividir por um nimero decimal, isto é,
afirmar que exemplos como 2: 0,25 sdo impossiveis. Isto acontece quando tiveram experiéncias restritas ao dominio
dos numeros inteiros, & dominancia da interpretagéo da divisdo como partilha, ao procedimento da diviséo por um
decimal menor que 1 (muda o decimal para um nimero inteiro e divide como nimero inteiro) ou qualquer

combinacéo disto.

Muitos manuais introduzem a divisdo como subtracgdes sucessivas — quantos 2 ha em 6? Esta interpretacéo,
encontrar quantos conjuntos de um dado tamanho estdo contidos num total, foi designado como o modelo da
divis&o como medida (ver fig 7).

Figura 7 - Modelo de medida para 6+2
Vo dar-se dois bolos por pessoa. Ha seis bolos. Quantas pessoas terdo bolos?
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Quando se utiliza um modelo alternativo, 0 modelo partitivo, procura-se encontrar o tamanho de cada uma das

partes iguais de um dado nimero como se mostra na figura 8.

Figura 8 - Modelo patrtitivo para 6 + 2
Duas pessoas partitham 6 bolos. Quantos bolos fica para cada uma?
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Infelizmente, a frequéncia da utilizagdo do modelo de medida na resolugdo de problemas & muito baixa; e 0 modelo

partitivo, que parece dominar muito do pensamento dos adultos acerca da divis&o, é reforgado.

Embora este modelo partitivo seja importante, a interpretagao partitiva de 9 dividido por 1,5 (quanto ha em cada
grupo se eu dividir 9 igualmente por 1,5 grupos) néo é facilmente imaginado ou representado por um desenho ou
por materiais manipulativos. Contudo, usando o modelo de medida, pode-se colocar uma pergunta mais facil e
imaginar a resposta. “Quantos 1,5 cabem em 9?” Esta interpretagéo facilita a solugao usando desenhos, materiais

manipulativos, ou medindo segmentos de 1,5cm ao longo de uma linha com 9cm.

Os modelos de medida e partitivo sdo amplamente aceites como duas primeira nogées de divisdo. O modelo
primitivo de partilha, baseado na experiéncia de partilhar, pede que o divisor seja um numero inteiro menor que o
dividendo e portanto o quociente seja menor que o dividendo. Estas caracteristicas sao tipicas dos problemas
elementares da divisdo nos quais a divisdo esta confinada ao conjunto dos nimeros inteiros. No modelo primitivo de
medida o Unico constrangimento pedido pelo modelo € que o divisor seja menor que o dividendo. O uso continuado
do modelo de medida permite aos alunos interpretar a divisdo de nimeros racionais e portanto encontrarem
quocientes maiores que o dividendo. Por exemplo, 2 : 0,25 pode ser pensado como quantos quartos ha em dois? O

quociente resultante, oito, € maior que o dividendo, dois.

Para além destes dois modelos de divisdo, pode-se considerar outros que tém por base a relagéo da divisdo como

operacdo inversa da multiplicacdo’. Nesta categoria de situagdes existe uma relagdo multiplicativa entre trés

! Liping Ma (1999) designa por “produto e factores”.
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medidas sendo uma delas o produto das outras duas. S&o situagdes normalmente relacionadas com o modelo de

area,, i.e., temos um produto conhecido (b) e um dos factores (a) e precisamos de conhecer o outro factor ( x ):
axx=>b entdo x=b+a.Porexemplo: “A 4rea de um rectéangulo é igual a 24 m*, se o seu comprimento for

igual a 12 m, quanto mede a sua largura?” ou “o volume de um cilindro for iqual a 36 m” e a altura for iqual a 4 m,

qual é a medida da area da base?".

A multiplicagdo também costuma ser trabalhada em contextos de produto cartesiano. Se A = {a, b, ¢} e B = {d, €},
AXB ={(a, d), (b, d), (c, d), (a, €), (b, €), (c, e)}. EntAo se #A = 3 e #B = 2, #(AXB) = 6, #B = # (AXB) = #A. Assim
sendo, pode-se também apresentar aos alunos situagdes de divisdo em que é dado o cardinal de um dos conjuntos,
por exemplo, 3 camisas e o nimero total (12) de toilettes diferentes feitas com dois tipos de pegas de vestuério

(calgas e camisas) e pedir-Ihes que determinem o nimero de calgas.

Segundo Pinto, Hélia e Monteiro, Cecilia, outro dos mal-entendidos comuns resulta na confusao da divisao por L
2

com a divisdo por 2. Por exemplo, quando se pede aos alunos que escrevam um enunciado para a expressao:

11 +l , as respostas mais comuns envolvem de forma errada a partilha, levando a um enunciado que ilustra
3 2

1
11 =7, como este, “duas amigas querem dividir igualmente 15 de piza. Com que quantidade de piza fica cada
3

amiga?”. O erro prende-se com a interpretacéo de 11 - 1 como “11 dividido ao meio”
3 2 3

Perante o enunciado: “1% litros de leite s&o distribuidos igualmente por 6 canecas. Qual podera ser a capacidade
3

4
Mesmo que os alunos tenham aplicado correctamente o algoritmo na resolugéo do problema anterior ,a resposta

" ~ . ’ ~ 3
dessas canecas?”, os alunos acham que a expressao 6 ~ 1= é solugéo do problema, obtendo 37.

A pobre. Os alunos nao devem perder de vista o contexto. Nao existem canecas com uma capacidade de 7
24 24

litro. Este exemplo apresenta uma oportunidade para se discutirem os tamanhos normalizados. -7~ é mais do que
24

1 de litro? E menos do que 1 itro?
4 2

Para obviar estas dificuldades € importante que os alunos (a) verbalizem as suas expectativas sobre os resultados
dos problemas (b) argumentem sobre a correcgao de solugdes alternativas, (c) pratiquem a aplicagéo dos conceitos
e procedimentos e (d) revejam em que é que as suas expectativas diferem dos resultados e porqué. Pensa-se que
desta forma os alunos percorrem uma série de etapas mentais que facilitardo mudancas conceptuais ou

reestruturacdo de concepgoes.

2 Nao confundir com o modelo rectangular, por exemplo “7 filas com 3 cadeiras cada, quantas
cadeiras ha ao todo? Podemos encontrar dois tipos de situacao de divisdo: “ temos 21 cadeiras
dispostas em 7 filas, quantas cadeiras tem cada fila? (partilha), ou “temos 21 cadeiras dispostas
em filas com 3 cadeiras cada, quantas filas temos? (medida).
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Os algoritmos para a divisao de fracgoes

Tradicionalmente, a aprendizagem da divisdo de niimeros racionais representados por fracgdes passa pela
enfatizag&o do algoritmo “inverter o divisor e multiplicar’ (IM). O problema ndo esta no facto de se ensinar este
algoritmo, mas na forma como se ensina e quando. O algoritmo /M muitas vezes é ensinado sem conexdo com o
significado da operag&o. Quando criangas de 11/12 anos séo ensinadas a multiplicar “a primeira fracg&o pelo
inverso da segunda”, ndo entendem porque, se estao a dividir, tém de multiplicar. Um dos erros tipicos consiste na

inversdo do dividendo, o que indicia uma completa incompreensédo do que estéo a fazer.

De um modo formal a justificagdo para o algoritmo IM, passa pelo conhecimento da propriedade da invariancia do
quociente, do inverso de um niimero e de que se o divisor € 1 0 quociente é igual ao dividendo. Adquiridos estes
conhecimentos é facil perceber porque dividir por um nimero é o mesmo que multiplicar pelo seu inverso. Por
exemplo:

3,2 35,25 3.5, 3515 7

4 5 4 2 5 2 4 2 4 2 8 8
Durante o percurso para a compreensao da divisdo, é importante que os alunos sejam confrontados com situagdes
que os leve a entender que se multiplicarmos o dividendo e o divisor pelo mesmo numero (diferente de zero), o
quociente néo se altera. Por exemplo, 20 bolachas a partilhar igualmente por 4 meninos, resulta no mesmo nimero

de bolachas por menino, que 40 bolachas a partilhar por 8 meninos.

Outro algoritmo é o “dividir numeradores e dividir denominadores”. Uma professora chinesa apresenta a justificagao
. - 3.1 .

do algoritmo na divisdo de: IZ + EX assim,

7.1 7+
—+—=T+4)+1+2)=T7+4+1x2=T+1+4x2=(7+1)+4+2)=——
15 =0:4):(52) (7+1)+(@+2) =

AW
N | =
1"
—_

Este processo que acentua a equivaléncia entre uma fracgdo e um quociente, e se baseia em principios basicos da

aritmética (ver nota no final do texto), revela da parte da professora um conhecimento aprofundado deste tema.
Outro exemplo é o de um professor que reparou que 0s seus alunos resolviam determinado tipo de problemas de
divisdo com niimeros inteiros através da propriedade distributiva 3 (a direita), de uma forma simples. Entéo o

professor aplicou esse método no calculo de 1% +% , procedendo da seguinte forma:

3).1 1 3.1 1 1
I+—|+==|l+=|+|-+=|=2+1-=3—
4) 2 2 4 2 2 2
A divisdo, como sabemos, nio goza da propriedade distributiva, visto ndo ser distributiva também 2 esquerda:
a+(b+c)za+b+a+c.Noentanto (a+b)+c=a+b+a=c.
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Estes exemplos ilustram o pensamento dos alunos, que por vezes pode ser completamente original e de dificil
compreensao. No entanto, um conhecimento profundo das fracgdes e da divisao permitira aos professores darem
sentido as estratégias dos seus alunos e ajuda-los a fazer conexdes com outras estratégias e conceitos.

A obrigatoriedade que existe nalguns curriculos de ensinar somente o algoritmo IM &, quanto a nds, bastante

redutor. Impede os alunos de procurarem outros processos que podem ser bem mais inteligiveis para eles.

Em resumo

Segundo Pinto, Hélia e Monteiro, Cecilia, ha quatro aspectos a realgar: primeiro, entender a divisdo de racionais
fraccionarios passa por entender a divisdo de nimeros inteiros, relacionar a multiplicagédo com a divisdo e possuir
uma compreenséo da nogéo de fracgao e fracgdes equivalentes; sequndo, os algoritmos ndo podem ser ensinados
antes da compreens&o do conceito, ou deveréo, quanto muito, indo sendo abordados durante o percurso de

aprendizagem, partindo das estratégias dos alunos. Em terceiro lugar, o processo do desenvolvimento destes

conceitos ocorre ao longo de um largo periodo de tempo, durante o qual os alunos devem ser postos perante
problemas de diferentes tipos, sendo-lhes permitido o recurso a estratégias pessoais de calculo. Finalmente,
(quarto) é fundamental que os professores possuam um nivel bastante aprofundado da divisdo, na sua relagdo com
a multiplicagao e das suas propriedades.
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